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CAPITULO

Masas y centroides

Existe una forma equivalente de ver las posiciones de los perfiles en el espacio de
los perfiles, que nos sera 1til para nuestra eventual comprension e interpretacion
del AC. Se basa en el concepto de media ponderada o centroide de un conjunto
de puntos. En el calculo usual de la media (no ponderada), todos los puntos tie-
nen la misma masa. Sin embargo, una media ponderada permite asociar diferen-
tes masas a los distintos puntos. Cuando ponderamos los puntos de distinta ma-
nera, el centroide no se sitda exactamente en el centro «geografico» de la nube
de puntos, sino que tiende a situarse cerca de los puntos con mayor masa.
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Utilicemos ahora un conjunto de datos habitual en investigacion en ciencias so-
ciales, una tabla de contingencia (o «clasificacion cruzada») derivada de dos va-
riables obtenidas en una encuesta. La tabla de la imagen 3.1 hace referencia a 312
lectores de un determinado periédico; en particular contiene datos sobre la mi-
nuciosidad de los encuestados en la lectura del periédico. Hemos clasificado a los
encuestados en tres grupos de lectores: rapidos, minuciosos y muy minuciosos. He-
mos cruzado estas categorias de lectura con el nivel de educacion de los encues-
tados: una variable ordinal con cinco categorias que van desde algo de educacion
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Imagen 3.1: Tiro pE LECTOR
Tabla del cruce del nivel de
educacion por tipo de Répidos Minuciosos Muy minuciosos Masas
lector, que muestra los NIVEL DE EDUCACION Cl c2 C3 Total de las filas
perfiles fila y el perfil fila
medio entre paréntesis, as/ ~ Educacion primaria incompleta 5 7 2 14 0,045
como las masas de las filas El (0,357) (0,500) (0,143)
(derivadas de los totales de Educacion primaria 18 46 20 84 0,269
las filas) E2 (0,214) (0,548) (0,238)
Educacion secundaria incompleta 19 29 39 87 0,279
E3 (0,218) (0,333) (0,448)
Educacion secundaria 12 40 49 101 0,324
E4 (0,119) (0,396) (0,485)
Educacion universitaria incompleta 3 7 16 26 0,083
ES (0,115) (0,269) (0,615)
Total 57 129 126 312
Perfil fila medio (0,183) (0,413) (0,404)
primaria, hasta algo de educacién universitaria. En la imagen 3.1 mostramos los re-
cuentos originales, asi como los perfiles de los niveles de educacién entre parén-
tesis, es decir, los perfiles fila. En la imagen 3.2 hemos representado graficamen-
te el diagrama de coordenadas triangular de los perfiles fila, similar al que vimos
en el capitulo 2. En esta imagen, los puntos de las esquinas, o los vértices, del
triangulo equilatero, representan los tres tipos de lectores (recordemos que cada
vértice ocupa la posicién de un perfil fila «puro», es decir un perfil completamente
Imagen 3.2: Cc3

Representacion grafica de
los perfiles fila (nivel de
educacion) de la imagen 3.1
en coordenadas
triangulares, que también
indica la posicion del perfil
fila medio (iiltima fila de la
imagen 3.1)
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concentrado en una categoria). Por ejemplo, el vértice muy minuciosos, C3, repre-
senta un perfil fila ficticio [0 0 1], que supuestamente contiene un 100% de lec-
tores muy minuciosos.

Las posiciones de los niveles de educacion en el triangulo las podemos ver tam-
bién como medias ponderadas. Asignar pesos a los valores de una variable es un
concepto bien conocido en estadistica. Por ejemplo, supongamos que, en una cla-
se de 26 estudiantes, la media de sus calificaciones calculada sumando las califi-
caciones de los 26 estudiantes y dividiendo por 26 es 7,5. En realidad, tres estu-
diantes obtuvieron un 9, siete un 8, y 16 un 7, de manera que podemos calcular
de forma equivalente la calificacion media asignando un peso de 3/26 a la califi-
cacién de 9, un peso de 7/26 ala de 8 y un peso de 16/26 a la de 7, siendo los
pesos las frecuencias relativas de cada calificacién. Dado que la calificacién de 7
tiene mds peso que las restantes, el valor de la media ponderada, 7,5, se halla
«mds cerca» de esta calificacion. La media aritmética usual de los valores 7, 8 y 9
es de 8.

En la ultima fila de los datos de la imagen 3.1, vemos que a los encuestados de ni-
vel de educacién E5 (algo de educacion universitaria) les corresponden las frecuen-
cias 3, 7y 16, es decir, las frecuencias relativas 0,115, 0,269y 0,615, respectivamen-
te. Imaginemos ahora cual seria la posicion media de estos 26 encuestados, si tres
casos estuvieran situados en el vértice répidos, C1, del tridngulo; siete casos en el
vértice minuciosos, C2, y 16 casos en el vértice muy minuciosos, C3. Es decir, en el
espacio de perfiles, mas que asociar los pesos con los valores de una variable, aso-
ciamos los pesos con las posiciones de los vértices. Hay mas casos en la esquina de
los muy minuciosos, por tanto, cabe esperar que la posicion media de E5 se halle
mas cerca de este vértice, como ocurre en realidad. Por la misma razoén, el perfil
fila E1 se halla lejos de la esquina muy minuciosos, C3, ya que tiene muy poco peso
(2 de 14, el 0,143) en esta categoria. Es decir, dentro del tridngulo, situamos el
punto que representa cada perfil fila como un punto medio de los vértices, en el
que los valores del perfil —es decir, las frecuencias relativas— son los pesos asig-
nados a los vértices. En consecuencia, podemos considerar los valores de los per-
files no s6lo como coordenadas en un espacio multidimensional, sino también
como los pesos asignados a los vértices de un simplex. Podemos extender este
concepto a perfiles de mds dimensiones. Por ejemplo, un perfil con cuatro ele-
mentos es también una posicion media con relacién a los cuatro vértices de un
tetraedro tridimensional, que hemos ponderado con los elementos de este perfil.

Términos alternativos a media ponderada son centroide o baricentro. En la imagen
3.3, hemos representado graficamente algunos ejemplos de medias ponderadas
en un espacio de perfiles. Por ejemplo, el perfil [1/3 1/3 1/3], que da el mismo
peso a los tres vértices, se halla exactamente en el centro del tridngulo, equidis-
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Imagen 3.3:

Ejemplos de algunos
centroides (medias
ponderadas) de los vértices
de un espacio de
coordenadas triangular: los
tres valores son los pesos
asignados a los vértices
(C1, C2, C3)

El perfil medio es
también una media
ponderada de los
perfiles
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)/ [1/2,1/2,0]

[0,1,0]
c2

tante de los vértices, es decir en la posicion de la media usual de los tres vértices.
El perfil [1/2 1/2 0] se halla a medio camino entre el primer y el segundo vér-
tices, ya que da igual peso a estos dos vértices y un peso igual a cero al tercero. En
general podemos expresar la posicion de un perfil [a b ¢], para el que se cumple
que a+ b+ ¢=1, como la de un centroide de los tres vértices, de la manera si-
guiente:

posicion del centroide = (a x vértice 1) + (b x vértice 2) + (¢ x vértice 3)

Por ejemplo, en la imagen 3.2 obtenemos la posicion del nivel de educaciéon E5
de la siguiente manera:

E5 = (0,115 x rdpidos) + (0,269 x minuciosos) + (0,615 x muy minuciosos)

De forma similar, la posicion del perfil medio es también una media ponderada
de los vértices:

media = (0,183 x rapidos) + (0,413 x minuciosos) + (0,404 x muy minuciosos)

La media se halla mas lejos del vértice rdpidos, ya que su peso en este vértice es
menor que el de los otros dos, que tienen aproximadamente los mismos pesos
(imagen 3.2).

El perfil medio es un punto especial; como acabamos de ver, no es solamente un
centroide de los tres vértices, como cualquier otro perfil, sino que también es un
centroide de los cinco perfiles fila, a los que hemos asignado diferentes pesos. Si
volvemos de nuevo a la imagen 3.1, vemos que los totales de las filas son distintos:
el primer nivel de educacion E1 (algo de educacion primaria) tiene sélo 14 indivi-
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duos, mientras que el nivel de educaciéon E4 (educacién secundaria) tiene 101 in-
dividuos. En la ultima columna, titulada «masas de las filas», aparecen estas fre-
cuencias marginales de las filas expresadas con relacion al total de la muestra,
312. De la misma manera que contemplamos los perfiles como medias pondera-
das de los vértices, podemos ver el perfil fila medio de la imagen 3.2 como una
media ponderada de los perfiles, a los que hemos asignado pesos de acuerdo con
sus frecuencias marginales; como si hubiera 14 individuos (una proporcion de
0,045 de la muestra) en la posiciéon E1, 84 individuos (una proporcién de 0,269
de la muestra) en la posicion E2, y asi sucesivamente. Asignando estos pesos a los
cinco perfiles, obtenemos exactamente la posicion del perfil fila medio:

Perfil fila medio = (0,045 x E1) + (0,269 x E2) + (0,279 x E3)
+ (0,324 x E4) + (0,083 x E5)

Este perfil fila medio se halla en una posiciéon central entre los perfiles fila, pero

mas cerca de los perfiles con mayor frecuencia.

En el AC, los pesos asignados a los perfiles son tan importantes que les damos un
nombre especifico: masas. En la Giltima columna de la imagen 3.1, se muestran las
masas de las filas: 0,045, 0,269, 0,279, 0,324 y 0,083. En el AC preferimos el tér-
mino «masa», sin embargo, es completamente equivalente a «peso». Preferimos
un término alternativo a peso, para diferenciar la ponderaciéon geométrica, de
otros tipos de ponderacion que podemos encontrar en el AC, como, por ejemplo,
los pesos que asignamos a los subgrupos poblacionales en una encuesta. Todo lo
referido a perfiles fila y a masas de las filas se puede aplicar de la misma manera
a las columnas. En la imagen 3.4 mostramos la misma tabla de contingencia de la

Trro DE LECTOR

Perfil
Réapidos Minuciosos Muy minuciosos columna
NIVEL DE EDUCACION CI c2 C3 Total medio
Educacion primaria incompleta 5 7 2 14 0,045
El (0,088) (0,054) (0,016)
Educacion primaria 18 46 20 84 0,269
E2 (0,316) (0,357) (0,159)
Educacion secundaria incompleta 19 29 39 87 0,279
E3 (0,333) (0,225) (0,310)
Educacion secundaria 12 40 49 101 0,324
E4 (0,211) (0,310) (0,389)
Educacion universitaria incompleta 3 7 16 26 0,083
E5 (0,053) (0,054) (0,127)
Total 57 129 126 312
Masas de las columnas (0,183) (0,413) (0,404)
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Interpretacion del
espacio de perfiles
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imagen 3.1, pero desde la 6ptica de las columnas. Es decir, se expresan las tres co-
lumnas como frecuencias relativas, con respecto al total de las columnas. Asi,
hemos obtenido tres perfiles con cinco elementos cada uno de ellos. Ahora, los
totales de las columnas, con relaciéon al total de la tabla, son las masas de las co-
lumnas que asignaremos a los perfiles de las columnas. El perfil columna medio
esta constituido por los totales de las filas dividido por el total de la tabla. Igual
que antes para las filas, podemos expresar el perfil columna medio como una
media ponderada de los tres perfiles columna CI, C2y C3:

Perfil columna medio = (0,183 x C1) + (0,413 x C2) + (0,404 x C3)

Fijémonos en que las masas de las filas y las masas de las columnas ejercen dos
papeles distintos: como pesos y como elementos de los perfiles medios. En la ima-
gen 3.4, el perfil columna medio esta formado por las masas de las filas de la
imagen 3.1. Sin embargo, aqui, las masas de las columnas son los elementos de
lo que anteriormente era el perfil fila medio.

En este momento, a pesar de que todavia no hemos visto algunos de los concep-
tos clave del AC, podemos empezar a interpretar la imagen 3.2. Los vértices del
triangulo representan «perfiles puros» de tipos de lectores CI1, C2 y C3, mientras
que los niveles de educacion estan constituidos por «mezclas» de tipos de lecto-
res. Sus posiciones dentro del tridngulo dependen de las proporciones de cada
una de las categorias anteriores. Fijémonos en los siguientes aspectos de la repre-

sentacion grafica:

* Dentro del triangulo, el grado de dispersion de los perfiles nos da una idea
sobre la variabilidad existente en la tabla de contingencia. Cuanto mds cerca
se hallen los perfiles del centroide, menor sera la variabilidad. En cambio,
cuanto mas se alejen del centroide, mayor sera la variabilidad. El espacio de
los perfiles se halla delimitado, de manera que los perfiles mas extremos se si-
tuaran cerca de los lados del triangulo, o en el caso mas extremo en uno de
los vértices (por ejemplo, individuos con poca formacién se situarian cerca
del vértice CI1). En las tablas de datos sobre ciencias sociales, como las que es-
tamos considerando, dado que, en general, la variabilidad de los valores de los
perfiles es relativamente pequena, los perfiles ocupan s6lo una pequena re-
gion del espacio de perfiles, cerca de la media. Por ejemplo, el recorrido de
los perfiles del primer elemento (es decir, la categoria de lector CI) va sola-
mente de 0,115 a 0,357 (imagen 3.1), mientras que su recorrido potencial va
de 0 a 1. En cambio, en datos sobre la investigacion en ecologia, como vere-
mos mas adelante, el recorrido de los valores de los perfiles es mucho mayor,
a menudo debido a la presencia de muchos ceros en la tabla; en consecuen-
cia, los perfiles se dispersan mucho mas dentro del espacio de perfiles (segun-
do ejemplo del capitulo 10).
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* En la representacion, los perfiles se esparcen, en lo que se llamamos «direc-
cién de dispersion», aproximadamente de abajo hacia arriba. Efectivamen-
te, vemos que los cinco perfiles de los niveles de educacion se sitian de aba-
jo hacia arriba en su orden natural (de E1 a E5), de menos a mas formacion.
Arriba, el grupo E5 se halla cerca del vértice C3, que representa la catego-
ria de los lectores muy minuciosos —ya hemos visto que este grupo contiene
la mayor proporcién (0,615) de este tipo de lectores—. Abajo, el nivel de
educaciéon mas bajo, no lejos del borde del triangulo que sabemos que
muestra perfiles con cero lectores C3 (por ejemplo el punto [1/2 1/2 0]
de la imagen 3.3 es un ejemplo de uno de estos puntos). La interpretaciéon
de esta distribucion hay que buscarla en el hecho de que cuando nos move-
mos, de abajo hacia arriba, en general, los perfiles cambian respecto a la fre-
cuencia relativa de la categoria C3, en contraste con la combinacién de las
categorias CI y C2. No observamos tendencia particular alguna hacia CI o
hacia C2.

Supongamos que queremos reunir los dos niveles de educacién primaria, E1y E2,
de la imagen 3.1, en una nueva fila que llamaremos E1&E2. Existen dos posibili-
dades de union: la primera es sumar ambas filas, para obtener una nueva fila de
frecuencias [23 53 22] con un total de 98 individuos y de perfil [0,235 0,541
0,224]; la segunda posibilidad es que consideremos al perfil EI&E2 como la me-
dia ponderada de los perfiles E1 y E2:

_ 0045 10,357 0,500 0,143+ 2259

41 0,224
(0,285 0,541 0,224]= 0,314

x[0,214 0,548 0,238]

donde las masas de E1 y E2 son 0,045 y 0,269, respectivamente, que sumadas dan
0,314 (fijémonos en que los pesos de esta media ponderada son iguales a 14/98
y 84/98, siendo 14 y 84 los totales de las filas E1 y E2, respectivamente). Geomé-
tricamente, el perfil EI&E2 se halla en una linea que une E1 y E2, pero mas cer-
ca de E2, como podemos ver en la imagen 3.5. Las distancias de E1 a E1&E2 y de

[ )
’

o'F1&E2
/7
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E2 a E1&E2 se hallan en la misma proporcion que los totales 84 y 14, es decir de
6 a 1. Por tanto, podemos considerar E1&E2 como el punto de equilibrio de las
dos masas situadas en E1 y en E2, con la mayor masa en E2.

Supongamos que anadimos una fila a los datos de la imagen 3.1, una categoria de
«sin educacién reglada» que simbolizaremos por EO, de frecuencias [10 14 4]
con relacion a los tipos de lectores. El perfil de EO es idéntico al perfil de E1, ya
que las frecuencias de EO son simplemente el doble de las de E1. LLos dos conjun-
tos de frecuencias son distribucionalmente equivalentes. Por tanto, los perfiles de EO
y de EI se hallan exactamente en el mismo punto del espacio de perfiles. Los po-
demos unir para dar a este punto una masa igual a la combinaciéon de las masas
de los dos perfiles, es decir un punto de frecuencias [15 21 6].

Las masas de las filas y las de las columnas son proporcionales a las sumas margi-
nales de Ia tabla. Si por alguna razén importante tenemos que modificar las ma-
sas es facil transformar la tabla. Por ejemplo, supongamos que queremos que los
cinco niveles de educacion de laimagen 3.1 tengan masas proporcionales a los ta-
manos de las poblaciones de procedencia y no proporcionales al tamano de sus
muestras. En tal caso, podemos cambiar los valores de la tabla multiplicando los
perfiles de los niveles de educaciéon por el tamano de sus respectivas poblaciones
de origen. Los perfiles de esta nueva tabla seran idénticos a los perfiles origina-
les; sin embargo, las masas de las filas seran proporcionales a los tamanos de las
poblaciones. Alternativamente, supongamos que, en vez de ponderar de forma
distinta los niveles de educacion, como hasta ahora, queremos ponderarlos de
igual forma. Para ello podemos tomar la tabla de perfiles fila (o de forma equiva-
lente, de porcentajes en cada fila), como si fuera la tabla original. En esta tabla,
la suma total de los elementos de las filas es 1 (o el 100%), es decir, todos los
niveles educativos tendran la misma ponderacion.

1. Supongamos que queremos representar graficamente los perfiles fila, es decir
representamos los perfiles fila en el espacio simplex definido por los vértices
de las columnas. En tal caso, cada vértice representa una categoria de las co-
lumnas: un perfil fila completamente concentrado en esa categoria.

2. Podemos interpretar cada perfil como un centroide (o media ponderada) de
los vértices, en el que los pesos son los elementos de su perfil. Por tanto, los
perfiles tenderan a hallarse cerca de los vértices para los que tengan valores
mayores.

3. Cada perfil fila tiene asociado un peso, llamado masa, proporcional a la suma
de los elementos de la fila de la tabla original. Podemos obtener el perfil fila
medio como el centroide de los perfiles fila, ponderando cada perfil con su

Correspondiente masa.
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4. Todo lo que hemos visto hasta ahora para los perfiles fila, lo podemos aplicar
de la misma manera a las columnas de la tabla. En realidad, la mejor manera
de pasar del andlisis de filas al de columnas es transponer la tabla, es decir, que
las columnas sean las filas y viceversa, y hacer lo que hemos visto para las filas.

5. Las filas (o las columnas) formadas sumando las frecuencias de filas (o de co-
lumnas) de la tabla tienen un perfil igual a las medias ponderadas de los per-
files de las filas (o de las columnas) que lo componen.

6. Las filas (o las columnas) con perfiles iguales son distribucionalmente equivalen-
tes. Las podemos agregar en un solo punto.

7. Podemos modificar las masas de las filas (o de las columnas) para que sean
proporcionales a determinados valores, simplemente multiplicando por un
factor de escala.
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