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APENDICE IV am

Teoria del analisis de correspondencias

El andlisis de correspondencias se basa en resultados directos de la teoria de
matrices. Utiliza especialmente la descomposiciéon de una matriz en valores sin-
gulares (DVS), el fundamento de muchos métodos multivariantes, como el ana-
lisis de componentes principales, el analisis de correlaciones canénicas, todas
las variantes de los biplots lineales, el analisis discriminante y el escalado métri-
co multidimensional. En este apéndice resumimos la teoria del analisis de co-
rrespondencias, asi como la de los métodos relacionados que hemos visto en
este libro. Hemos preferido utilizar la notacién matricial porque es mas conci-
sa, y también porque se halla mas préxima a la implementacion del método en
el lenguaje de calculo R.

Contenido
Matriz de correspondencias y notacion preliminar .. ........... .. ... 266
Algoritmo basico de Calculo . . ... ... ... 266
Un apunte sobre la descomposicion en valores singulares (DVS) ........................... 267
Elmodelo bilineal del AC . .. ... .. 268
Ecuaciones de transicion entre filas y columnas . ............. ... ... ... ... ... ... ... 268
Puntos adicionales . ......... ... . 269
Inercia total y distancias % . ... ... ... . i 269
Contribuciones de filas y columnas a las inercias principales .............................. 270
Contribuciones de los ejes principales a las inercias de los puntos (correlaciones al cuadrado) . ... 270
Agrupacion de Ward de perfiles fila o de perfiles columna ................................ 270
Tablas concatenadas ... ...........o. i 271
AC MUIIPIE . .o 271
AC COMJUNTO . .o 272
Porcentaje de inercia explicado por el ACCO ........ ...t 272
Contribuciones N ACC ... ... . 273
Inercias ajustadas en ACM .. ... ... . 274
AC y ACM de SUDEIUPOS . ... .t 274
Andlisis de tablas asimétricas cuadradas ............. ... .. ... .. ... .. ... 274
AC CANONICO . ...ttt e 275
Tablas para contrastar agrupaciones o dimensiones significativas .......................... 276

265



Matriz de
correspondencias y
notacion preliminar

Algoritmo basico de
calculo

LA PRACTICA DEL ANALISIS DE CORRESPONDENCIAS

Sea N una matriz de datos I x J, con sumas positivas de filas y columnas (casi siem-
pre N consta de valores no negativos, sin embargo, existen algunas excepciones
como la que describimos al final del capitulo 23). Para simplificar la notacion,
en primer lugar, transformamos la matriz N en la matriz de correspondencias P,
dividiendo N por la suma total de sus elementos 7=}, 27_ n =1"N1 (utilizamos
1 para simbolizar un vector de unos, con una longitud adecuada a su uso. El
primer 1 es I x 1, el segundo es [ x 1 para coincidir con el nimero de filas y de
columnas de N).

Matriz de correspondencias:

P-1N (A1)

n
Hemos utilizado la siguiente notacion:

Masas de filas y columnas:

-3V -
= =1 pi' C] - E,Ll pi/ (AQ)
es decir, r=P1 c=P"1
Matrices diagonal de masas de filas y de columnas:
D, =diag(r) y D, =diag(c) (A.3)

A partir de ahora, expresaremos todas las definiciones y todos los resultados en
términos de estos valores relativos P = {pij}, r={rjyc= {cj}, cuyos elementos, en to-
dos los casos, suman 1. Multiplicando por n recuperamos los elementos de la ma-

triz original N: np, = n,, nr,= suma de la +-€sima fila de N, n¢,= suma de la j-€sima

ij?

columna de N.

El algoritmo de calculo para obtener las coordenadas de los perfiles fila y de los
perfiles columna en relaciéon con los ejes principales, utilizando la descomposi-
cioén en valores singulares (DVS), es el siguiente:

Paso 1 del AC. Cdlculo de la matriz S de residuos estandarizados:
S=D*(P-rc")D* (A.4)
Paso 2 del AC. Calculo de la DVS de S:
S=UD,V' donde U'U=V'V=I (A.5)

donde D, es la matriz diagonal de valores singulares (positivos) en orden des-

cendente: o, = a, = ...
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TEORIA DEL ANALISIS DE CORRESPONDENCIAS

Paso 3 del AC. Coordenadas estandares de las filas ®:
¢®=D*U (A.6)
Paso 4 del AC. Coordenadas estandares de las columnas I':

=DV (A.7)

¢

Paso 5 del AC. Coordenadas principales de las filas F:
F=D 'UD,=®D, (A.8)
Paso 6 del AC. Coordenadas principales de las columnas G:
G=D*VD,=TID, (A.9)
Paso 7 del AC. Inercias principales A, :
Ayo=ai, k=12..,K donde K=min{/-1,]-1} (A.10)

Las filas de las matrices de coordenadas en (A.6)—(A.9) hacen referencia a las fi-
las o0 a las columnas, segtin cada caso, de la tabla original. Mientras que las colum-
nas de estas matrices hacen referencia a los ejes principales, o dimensiones, de las
cuales hay min{/ - 1, /- 1}. Es decir, uno menos el numero de filas o de colum-
nas, el que sea menor. Fijémonos en el calculo de las escalas de las coordenadas
principales y estandares:

FD F' =GD,G' =D, (A.11)
®D ®"=TDI" =1 (A.12)

Es decir, la suma de cuadrados ponderada de las coordenadas principales en la
k-ésima dimension (es decir, su inercia en la direccién de esta dimension) es igual
a la inercia principal (o valor propio) 4, =}, el cuadrado del k-ésimo valor sin-
gular. Mientras que la suma de cuadrados ponderada de las coordenadas estanda-
rizadas es igual a 1. Todas las matrices de coordenadas tienen columnas ortogo-
nales, en las que siempre utilizamos las masas para el calculo de los productos
escalares (ponderados).

La DVS es un resultado matematico fundamental del AC, de la misma manera
que lo es para otras técnicas de reduccion de la dimension, como el andlisis de
componentes principales, el analisis de correlaciones canénicas, y el analisis dis-
criminante lineal. Esta descomposicion expresa cualquier matriz rectangular
como el producto de tres matrices de estructura simple, como vimos anterior-
mente en (A.5): S =UD,V'. Las columnas de las matrices U y V son, respectiva-
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Ecuaciones de transicion
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LA PRACTICA DEL ANALISIS DE CORRESPONDENCIAS

mente, los vectores singulares izquierdo y derecho. Los valores positivos ¢, de la dia-
gonal de D, son, en orden descendente, los valores singulares. Si SS" y S'S son
matrices cuadradas simétricas, la DVS esta relacionada con la descomposicion en
valores y vectores propios de una matriz cuadrada simétrica de la siguiente manera
SST=UD?U" yS'S=VD?V". Por tanto, los vectores singulares son también vecto-
res propios de las respectivas matrices, y los valores singulares son las raices cua-
dradas de sus valores propios. La utilidad practica de la DVS es que podemos
construir otra matriz I x J S, a partir de las primeras m columnas U, y 'V,
m = U )D V;rm)'
la aproximacién minimos cuadrados de rango m a S (teorema de Lckari-Young).

(my Y lOS

Por lo tanto, S, es

m)

primeros m valores singulares D, como: S

(m a(m)

Dado que el objetivo de hallar los subespacios de pocas dimensiones que mejor
se ajusten coincide con el objetivo de hallar matrices de rango pequeno por
minimos cuadrados, la DVS resuelve de forma satisfactoria y muy compacta
nuestro problema. La tinica adaptacién necesaria es incorporar en la DVS la pon-
deracion de filas y de columnas con las masas de manera que obtengamos apro-
ximaciones por minimos cuadrados ponderados. Si definimos una forma gene-
ralizada de la DVS, con valores singulares normalizados y ponderados con las
masas, entonces podremos obtener directamente el resultado del AC. Por ejem-
plo, la DVS generalizada de los cocientes de contingencia by / (ncj), los elementos de
la matriz D;'PD;’, centrada en el valor constante 1, nos conduce directamente a
las coordenadas estandares de filas y de columnas:

D'PD'-11"=®D,I" donde ®'D ®=I"DI=1 (A.13)

Los pasos 1 a 4 del algoritmo bdsico nos permiten escribir los datos de P de la si-
guiente manera [véanse también (13.4), pag. 139,y (14.9), pag. 150]:

by =7, [1+ Eﬁw) (A.14)

(formula de reconstitucion). En notacion matricial:
P=D, (11" +PDY*T")D, (A.15)

Dadas las relaciones simples (A.8) y (A.9), entre las coordenadas principales y las
coordenadas estandares, podemos escribir este modelo bilineal de distintas ma-
neras [véanse también (14.10) y (14.11) en la pag. 150].

Los vectores singulares izquierdo y derecho estan relacionados linealmente. Por
ejemplo, multiplicando la DVS de la derecha por V: SV = UD,,. Las variaciones con-
sistentes en expresar estas relaciones en términos de coordenadas principales y de
coordenadas estandares proporcionan las ecuaciones de transicion [véanse (14.1)
y (14.2), asi como (14.5) y (14.6) para las ecuaciones escalares equivalentes]:

268



TEORIA DEL ANALISIS DE CORRESPONDENCIAS

Coordenadas principales en funcion de las coordenadas estandares (relaciones baricéntricas):
F=D;PT G=D 'P'® (A.16)

Coordenadas principales en funcion de las coordenadas principales:
F=D;'PGD;”* G=D.'P'FD;"* (A.17)

Las ecuaciones (A.16) son las que mencionamos en el capitulo 3. Expresan los
perfiles como medias ponderadas de los vértices, en las que los pesos son los
elementos del perfil. Son las ecuaciones que configuran los mapas asimétricos.
Las ecuaciones (A.17) muestran que los dos conjuntos de coordenadas prin-
cipales, que configuran los mapas simétricos, también estan relacionados por
una relacién baricéntrica (media ponderada), pero con factores de escala di-
ferentes en cada eje (las inversas de las raices cuadradas de las inercias princi-
pales).

Utilizamos las ecuaciones de transiciéon para situar puntos adicionales en el mapa.
Por ejemplo, dada una columna adicional con valores en h (I x 1), la dividimos
por su total 1'h para obtener el perfil columna h=(1/1"h)h. A continuacién
transponemos el perfil para obtener el vector fila en la segunda ecuacién de
(A.16). Por ejemplo, para calcular las coordenadas g de la columna adicional:

g=h'® (A.18)

La inercia total de la matriz de datos es igual a la suma de los cuadrados de la ma-
triz S de (A.4):

(1717 B TZC] )2

o

(A.19)

I
inercia = traza(SS") = E
=1

J

La inercia también es la suma de los cuadrados de los valores singulares, es decir,
la suma de los valores propios:

K K
inercia= Y a? =Y A, (A.20)
k=1 k=1

Las distancias y* entre los perfiles fila y los perfiles columna son:

L p\
Las distancias y* entre las filas i € 7" E(l:f’—l:”) /¢ (A.21)
j=1 i i
) L(p: b Y
Las distancias x* entre las columnas j y j" E(”—ij) /7 (A.22)
prd (RORY
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Escribir el conjunto completo de distancias y* en forma de matriz cuadrada simé-
trica exige un poco mas de trabajo. En primer lugar, calculamos la matriz A de
«productos escalares x*» entre los perfiles fila, por ejemplo como:

Productos escalares x* entre filas: A =D;'PD'P'D;’ (A.23)

A continuacién, definimos el vector a como los elementos de la diagonal de esta
matriz (es decir, los productos escalares de los perfiles fila por ellos mismos):

a=diag(A) (A.24)
Entonces, la matriz, I x I, de distancias y° al cuadrado es:

Matriz de distancias x* al cuadrado entre filas: al’+1a’ —2A (A.25)

Para calcular la matriz J x Jde distancias * al cuadrado entre perfiles columna, inter-
cambiamos las filas por las columnas en (A.23). Definimos A como D;'P'D;'PD' y
a continuacion seguimos con (A.24) y (A.25).

Las contribuciones de filas y de columnas a la inercia de la k-ésima dimension son

los componentes de la inercia:

i 62 (
Para la fila ‘i—”‘ =r¢> para la columna j: - p =0y (A.26)
k k

recordando Ia relacién entre coordenadas principales y coordenadas estandares
dadas en (A.8) y (A.9): f, = \/Z¢ik’ gy = \/nyk. [Fijémonos en que las raices cua-
dradas de los valores de (A.26) son exactamente las coordenadas propuestas para
el biplot estandar de AC del capitulo 13, que muestra que las raices cuadradas de
estas coordenadas son las contribuciones a los ejes principales. ]

Las contribuciones de las dimensiones de la inercia a la i-€sima fila y a la j-ésima
columna (es decir, los cosenos al cuadrado o las correlaciones al cuadrado) son:

Ju ara la columna ;: g?k (A.27)
Ek f;g p ] . Zk g]2k .

Para la fila i:

Como vimos en el capitulo 11, los denominadores de (A.27) son los cuadrados de
las distancias x* entre los correspondientes perfiles y el perfil medio.

Aqui describimos la agrupacion del capitulo 15 en términos de filas. Podemos
aplicar exactamente lo mismo a la agrupaciéon de columnas. En cada paso del
algoritmo, agrupamos las filas para minimizar la disminucién del valor del esta-
distico x* (de forma equivalente, para minimizar la disminucion del valor de la
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TEORIA DEL ANALISIS DE CORRESPONDENCIAS

inercia, dado que la inercia = x°/n, donde 7 es el total de la tabla). Este criterio
de agrupacion es equivalente a la agrupaciéon de Ward, en la que ponderamos
cada grupo con la masa total de sus miembros. Podemos demostrar que la medi-
da de la diferencia entre filas es igual a la forma ponderada de la distancia ji-cua-
drado entre perfiles. Supongamos que a,y 7, con ¢ = 1, ..., [, simbolizan, respecti-
vamente, los perfiles de la fila / de la matriz de datos y sus masas. A continuaciéon
identificamos el par que da la menor disminucion de inercia, lo que es equivalen-
te a buscar el par de filas (4, ') que minimiza la siguiente expresion:

n

a; - a,Hf (A.28)

’I”j+’f,

i

A continuacién reunimos las dos filas sumando sus frecuencias, y recalculamos su
perfil y su masa. En cada etapa de agrupacion de los perfiles fila calculamos la
misma medida de diferencia que vimos en (A.28) [véase (15.2) en la pag. 149
para una férmula equivalente basada en perfiles de grupos], y reunimos los dos
perfiles con la minima diferencia. Por tanto, (A.28) es el nivel de agrupacion en
términos de disminucion de inercia, o si multiplicamos por 7, de disminucion de
%°. En el caso de tablas de contingencia, podemos contrastar la significacion del
nivel de agrupacion utilizando la tabla del final de este apéndice.

Supongamos que concatenamos horizontal o verticalmente las tablas N, con
g=1, .., 0Q s=1, .., S para formar una matriz compuesta N. Si las frecuencias
marginales son las mismas en todas las filas y en todas las columnas (caso que
sucede cuando cruzamos de forma independiente los mismos individuos en va-

rias tablas), entonces, la inercia de N es la media de las inercias de las tablas N,“:

Q0 s
inercia(N) = L inercia(N ) (A.29)
Qs !

¢=1 s=1

Supongamos que la matriz original de datos categoricos es N x Q, es decir, N
casos y Q variables. El AC multiple clasico (ACM) tiene dos versiones. En la pri-
mera transformamos los casos clasificados por variables en una matriz binaria Z
en la que recodificamos los datos categéricos como variables binarias. Si la va-
riable ¢-€sima tiene J, categorias, esta matriz binaria tendra j = Eq J, columnas
(mostramos un ejemplo en la tabla de la imagen 18.1). La versién binaria del
ACM no es mas que la aplicacion del algoritmo clasico de AC a la matriz Z. Asi
obtenemos las coordenadas de los N casos y de las [ categorias. La segunda ver-
sién del ACM, consiste en calcular la matriz de Burt B = Z'Z de todos los cruces
de las Q variables (mostramos un ejemplo en la tabla de la imagen 18.4). La ver-
sion Burt del ACM consiste en aplicar el algoritmo basico del AC a la matriz B.
Obtenemos asi las coordenadas de las Jcategorias (B es una matriz simétrica). Las
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LA PRACTICA DEL ANALISIS DE CORRESPONDENCIAS

coordenadas estandares de las categorias son idénticas en los dos versiones del
ACM, vy las inercias principales de la version Burt son los cuadrados de los de la

version binaria.

En el AC conjunto (ACCo) ajustamos las tablas situadas fuera de la diagonal de
la matriz de Burt, ignorando las matrices situadas en la diagonal. El algoritmo que
utilizamos es un procedimiento iterativo de minimos cuadrados alternados. Apli-
camos el AC sobre la matriz de Burt, que vamos modificando sucesivamente sus-
tituyendo las matrices de la diagonal por valores estimados en el AC de la itera-
cioén previa. En el apéndice de calculo explicamos mas detalladamente este algo-
ritmo. Cuando en el algoritmo del ACCo llegamos a la convergencia, llevamos a
cabo el AC en la ultima matriz de Burt modificada, B, que tiene en su diagonal
matrices perfectamente ajustadas por construccion. Asi, por ejemplo, si supone-
mos que la solucién que buscamos es bidimensional, entonces las matrices de la
diagonal modificadas cumplen exactamente (A.14), en la que utilizamos sé6lo dos
términos del modelo del AC bilineal (o férmula de reconstitucion).

De la misma forma que la inercia total de B incluye la inercia A atribuible a las
matrices de la diagonal, las dos inercias principales, Zl y ;12, también la incluyen.
Para hallar el porcentaje de inercia explicado por la soluciéon bidimensional
tenemos que descontar la inercia A tanto de la inercia total como de las dos iner-
cias principales. Podemos obtener A a partir de la diferencia entre la inercia de
la matriz de Burt original B (de la que conocemos las inercias de la diagonal) y la
de la matriz de Burt modificada B de la siguiente manera [aqui utilizamos el
resultado (A.29) que podemos aplicar a las matrices B, de B, y a las de B, que
tienen las mismas matrices fuera de la diagonal]:

inercia(B) = Q12[2 Em inercia(qu )+ E inercia (qu/ )
q

- é(z > inercia(B,)+(/ - Q))
inercia(B) = é(z Eqm inercia(BqS)) +A

Restando lo anterior nos lleva a:

2

inercia(B) - inercia(B) = JQ_ Q -A (A.30)

Lo que nos da el valor A:

—(inercia(B) - inercia(B)) (A.31)
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TEORIA DEL ANALISIS DE CORRESPONDENCIAS

Restando este valor del total y de, la suma de las inercias principales (suponiendo
una solucién bidimensional) nos proporciona el porcentaje de inercia explicado
por la solucién del ACCo:

I+l —A

100x ——2——
inercia(B)- A

(A.32)

En la seccion anterior vimos como eliminar la inercia extra de las matrices de la
diagonal resultante del ACC de la matriz de Burt. A nivel de cada punto (fila o
columna), se nos presenta la misma situacion. Es decir, cada categoria j tiene un
valor adicional de inercia, 0 b atribuible a las matrices modificadas de la diagonal.
Para la matriz de Burt original B sabemos como calcular este valor, atribuible a las
matrices de la diagonal: para el j-ésimo punto es (1 - Qc)/Q*, donde ¢ es la j-ési-
ma masa (sumando estos valores para j =1,..., ], obtenemos (J— Q)/Q* que es la
inercia extra total atribuible a las matrices diagonales de B). Tal como vimos en
el apartado anterior, podemos obtener las contribuciones de la solucién bidimen-
sional de las inercias de los puntos de la manera siguiente:

1-Q
Q2

inercia(j-ésima categoria de B) = componentes de fuera de la diagonal +

inercia(j-ésima categoria de B) = componentes de fuera de la diagonal +9,

Restando lo anterior (los «componentes fuera de la diagonal» son los mismos)

nos lleva a:
o ) o w120
inercia(j-€ésima categoria de B) —inercia (j-ésima categoria de B)= 0 ! -0,
lo que nos permite calcular d;:
I_QC/ . Ty . . . P . =
0, = 0" - (1nerc1a(]-651ma categoria de B) —inercia (j-ésima categoria de B)) (A.33)

Descontando este valor de inercia de la j-ésima categoria y, de forma similar,
de la suma de los componentes de la inercia de las dos dimensiones, obtene-
mos las contribuciones relativas (calidades) en relacion al resultado bidimen-
sional del ACCo:

Cfg?1+cig?2_éi (A84)
~9 g
(Z,681)-9;
donde g, es la coordenada principal de la j-¢sima categoria del ¢je k del AC de
B (solucién del ACCo). La suma en el denominador es para todas las dimensiones.
Fijémonos en que 27, (5]. =A; es decir, sumando (A.33) obtenemos (A.31).
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LA PRACTICA DEL ANALISIS DE CORRESPONDENCIAS

Podemos ajustar la solucion del ACM para optimizar el ajuste de las matrices situa-
das fuera de la diagonal (lo podriamos denominar ACC condicionado al resultado
del ACM). Seguin vimos en el capitulo 19, podemos obtener los ajustes 6ptimos
por regresion de minimos cuadrados ponderada. Sin embargo, debido a que la so-
lucién no esta anidada, preferimos introducir una ligera modificacion —facil de
calcular a partir del resultado del ACM de la matriz de Burt— que si nos permite
obtener una solucion anidada aunque sea sub6ptima. El mencionado ajuste lo rea-
lizamos de la siguiente manera (podemos consultar las pags. 198-200 del cap. 19):

Inercia total ajustada de la matriz de Burt:

inercia total ajustada = QQ 1 X (inercia de B- ]Q_zQ (A.35)

Las inercias principales ajustadas (valores propios) de la matriz de Burt:

2 2
- 1
Al 2 x|JA, —=1|, k=12,... A.36
k Q _1 k Q ( )
Aqui 4, indica la k-6sima inercia principal de la matriz de Burt. Por tanto /4, es
la k-ésima inercia principal de la matriz binaria. Hacemos los ajustes s6lo en las
dimensiones para las cuales /4, >, y no utilizamos mds dimensiones; por tanto,
los porcentajes de inercia no suman el 100%. Podriamos demostrar que estos por-
centajes son estimaciones que estan por debajo de los porcentajes que obtenemos
en el ACCo, sin embargo, en la practica son valores muy similares.

El AC de subgrupos es simplemente una aplicacion del algoritmo del AC a una
parte seleccionada de la matriz estandarizada residual S que vimos en (A.4) (no
es una parte de la matriz original). Sin embargo, para todos los calculos utiliza-
mos las masas de la matriz completa. Supongamos que trabajamos en una parte
de la matriz original que contiene todas las filas y s6lo una parte de las columnas.
En consecuencia, las filas estaran centradas (es decir, sus medias ponderadas se
hallan en el origen del mapa), mientras que no ocurrira lo mismo con las colum-
nas. Llevamos a cabo el ACM de subgrupos realizando el AC de un subgrupo de
la matriz binaria o de la matriz de Burt. En el caso de la matriz de Burt, trabajar
con una seleccion de categorias implica que tenemos que especificar el subgru-
po, tanto para filas como para columnas.

Si la matriz de datos N es una matriz cuadrada asimétrica, en la que tanto las fi-
las como las columnas hacen referencia a los mismos objetos, podemos expresar

N como la suma de la parte simétrica y la parte asimétrica:

N:%(N+NT)+é(N—NT) (A.37)

=simétrica +asimétrica
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Aplicamos el AC a cada una de estas matrices, con una ligera variacion para la par-
te asimétrica. En la parte simétrica %(N+NT) procedemos con el AC usual, y asi
obtenemos un conjunto de coordenadas. LLas masas son las medias de las masas
de las filas y de las columnas correspondientes al mismo objeto: w, =4(r, +¢;). El
andlisis de la parte asimétrica 1(N-NT) consiste en la aplicacién del algoritmo
de AC, sin centrary utilizando las mismas masas que las del analisis simétrico. Es
decir, la matriz de «residuos estandarizados» de (A.4) es la matriz de «diferencias
estandarizadas»:

S=D! E(P - PT)}D;% (A.38)

donde P es la matriz de correspondencias y D es la matriz diagonal de las masas
w,. Tal como vimos en el capitulo 22, podemos sustituir estos dos analisis por un
AC habitual de la matriz compuesta:

N N'
(A.39)
N' N
Al desarrollar el AC de la matriz compuesta —obtenida a partir de la matriz N de
I x I—, observamos que las inercias principales de las dimensiones simétricas son
Unicas, mientras que las inercias principales de las dimensiones asimétricas ocu-
rren por pares. Por tanto, es facil atribuir las 27— 1 dimensiones obtenidas del AC
de la matriz compuesta. Por otra parte, observamos que en las coordenadas de las
dimensiones simétricas aparecen repeticiones, mientras que para las dimensiones
asimétricas aparecen repetidas pero con el signo cambiado (podemos ver un
ejemplo en el capitulo 22).

En el AC canénico (ACC) disponemos de una matriz adicional de variables expli-
cativas X (independientes). En el analisis exigimos que las dimensiones del AC
estén relacionadas linealmente con X. Dividimos la inercia total en la inercia del
espacio restringido directamente relacionada con las variables explicativas y la iner-
cia correspondiente al espacio no restringido. Dado que X son filas o columnas adi-
cionales, el ACC es un analisis «asimétrico». En ACC es habitual que las filas sean
las unidades de muestreo y que X sea un conjunto adicional de M columnas, es
decir, que tengamos una matriz adicional de / x M. En el ACC llevamos a cabo
una regresion en la que calculamos la matriz restringida / x [ cuyas columnas estan
linealmente relacionadas con X. La diferencia entre P y la matriz restringida es la
matriz no restringida cuyas columnas no estan linealmente relacionadas con X.
Por tanto el ACC consiste en aplicar el AC a una matriz restringida y (opcional-
mente) a una matriz no restringida. En todos los calculos, mantenemos las masas
originales de filas y de columnas. Los resultados obtenidos —como coordenadas,

inercias principales, contribuciones, férmulas de reconstituciéon, etc.— son los
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mismos que los del AC habitual. En el calculo de medias y varianzas, damos por
supuesto que las columnas de X estan estandarizadas y que utilizamos las masas
de las filas como pesos. Si tenemos varias variables categoricas independientes, las
codificamos como variables binarias de forma similar a como lo hariamos en un
analisis de regresion que estandarizamos de la forma habitual.

Los pasos del ACC son los siguientes:

Paso 1 del ACC— Calculo de la matriz S de residuos estandarizados como en AC:
S=D!(P-rc")D’ (A.40)

Paso 2 del ACC — Calculo de la matriz de proyeccion I x I, de rango M, que proyecta sobre
el espacio restringido:

Q=D'X(X'D X)"'X'D! (A.41)
Paso 3 del ACC — Proyeccion de los residuos estandarizados para obtener la matriz restringida:
S =QS (A.42)
Paso 4 del ACC - Aplicacion a S de los pasos 1-6 del AC (pagina 252):
Paso 5 del ACC — Inercias principales 1, en el espacio restringido:
A =a;, k=12..,K donde K=min{/-1,]-1M} (A.43)

Paso 6 del ACC (opcional) — Proyeccion de los residuos estandarizados en el espacio no res-
tringido:

S =(I-Q)S=S-§ (A.44)

Paso 7 del ACC (opcional) — Aplicacion de los pasos 1-6 del AC a S™.

Tal como describimos en el capitulo 24, podemos expresar las inercias principa-
les de (A.43) como porcentajes de la inercia total, o como porcentajes de la iner-
cia restringida, que es la suma de los cuadrados de los elementos de S, igual a

Ek;L:‘

En el caso de tablas de contingencia obtenidas de muestras aleatorias, podemos
contrastar la significacion estadistica de la primera inercia principal. Se trata de
la misma prueba que utilizamos para la agrupacion de Ward en el capitulo 15. En
ese ultimo caso podemos obtener el valor critico del estadistico x* en la tabla de
la imagen A.1, de acuerdo con el tamano de la tabla (en la pagina 161, podemos
consultar el ejemplo sobre las tiendas de comida. Se trata de una tabla de 5 x 4,
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J

I 3 4 5 6 8 9 10 11

3 8,59

4 10,74 13,11

5 12,68 15,24 17,52

6 14,49 17,21 19,63 21,85

7 16,21 19,09 21,62 23,95 26,14

8 17,88 20,88 23,63 25,96 28,23 30,40

9 19,49 22,62 25,37 27,88 30,24 32,48 34,63
10 21,06 24,31 27,15 29,75 32,18 34,50 36,70 38,84
11 22,61 25,96 28,90 31,57 34,08 36,45 38,72 40,91 43,04
12 24,12 27,58 30,60 33,35 35,93 38,36 40,69 4293 45,10
13 25,61 29,17 32,27 35,09 37,73 40,22 42,60 44,90 47,12

Fuente: Pearson, E.S. y Hartley, H.O. (1972). Biometrika Tables for Statisticians, Volumen 2: Tabla 51. Cambridge

University Press, Gran Bretana.

para la que el valor critico de la tabla de la imagen A.1 es 15,24). Estos valores cri-

ticos son los mismos que utilizamos para contrastar la significaciéon de la primera

inercia principal. Asi, para el mismo ejemplo sobre las tiendas de comida, que

mostramos en la imagen 15.3, el valor de la primera inercia principal era de
0,02635, que expresada como x’, es de 0,02635 x 700 = 18,45. Dado que 18,45 es
mayor que el valor critico 15,24, la primera inercia principal es estadisticamente

significativa (a un nivel del 5%).
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Imagen A.1:

Valores criticos para la
prueba de comparaciones
miiltiples en una tabla de
contingencia de I x J

(0 J x 1). Podemos
utilizar los mismos valores
criticos para contrastar la
significacion de una inercia
principal. El nivel de
significacion es del 5%



